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We prove imbedding thcorcms in the setting of abstract symmetric sub- 
markovian semi-groups, under some natural dimensional hypothesis. Our results 
arc sharp and extend classical ones. They involve Lipschitz, Besov, and Sobolev 
spaces. as well as Lcbesgue spaces, and include a generalization of the 
Herz-Bernstein Theorem on the Wiener algebra. They typically apply to function 
spaces associated to left invariant sub-laplacians on unimodular Lie groups. thanks 
to estimates obtained by Varopoulos. ( 1991 Academic Press. Inc 
Soit (T,),,, un semi-groupe fortement continu d’operateurs sous- 
markoviens symetriques sur L’(X, t), ou (A’, 5) est un espace mesure a-fini. 
Selon N. Varopoulos [28-301, un tel semi-groupe est dit de dimension n 
s’il existe C tel que 
II T, 1‘11  < ct ‘i.7 1’1’11 ,) VfLJ‘EL’(X,~),Vf>O. 
On a alors, si O<rp<n et p> 1, ilfI~,,p,,,r. Ip,< C’ 11A”,2fl,,, bffEP(A”2), 
oh - A est le generateur infinitesimal de ( T,),ao [28]. 
Ce resultat est une version abstraite du theorcme de Sobolev classique 
[22; 23, p. 1193, selon lequel, dans R”, I’espacc de Sobolev Lz se plonge 
dans LY, avec l/y = l/p - cl/n, si 0 < rp < n et p > I. C’est alors bien sQr le 
laplacien usuel qui joue le role de -A, et le semi-groupe de la chaleur sur 
R”, qu’il engendre, est de dimension tr au sens precedent. 
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Notre point de depart a eti la question de savoir si le second volet du 
theoreme de Sobolev dans R”, qui aflirme quc, pour 2~ > II. L: se plonge 
dans l’espace de Lipschitz A, _ ,,,,,, a lui aussi un analogue en termes de 
semi-groupes d’operateurs. La notion appropriee d’espace de Lipschitz cst 
disponible depuis longtemps [3, 261 et la demonstration du theoreme dc 
plongcmcnt cst trcs simple. On la trouvcra au 43. Notons quc, pour obtcnir 
les &on&s les plus purs, nous avons choisi de travailler avec des normes 
homogtncs (par cxcmplc les fonctions de IY{ ne sont pas supposccs etre a 
priori dans L”). 
Lcs relations que Taibleson a etablies pour R” [26, 231 cntrc l’echelle 
des espaces de Lipschitz et de Bcsov, d’une part. et celle des espaces de 
Sobolev. d’autrc part, subsistent elles aussi dans le cadre abstrait: nous 
montrons au $2 que les methodes reposant sur l’utilisation de la fonction 
de Littlewood- Paley g s’etendent saris difliculte majeure. 
Notre propos n’cst pas sculement de generaliser dcs resultats connus 
dans R”: le champ nature1 d’application du theoreme dc plongement 
obtenu par Varopoulos, et de ceux que nous obtenons a sa suite, est 
constitue par les groupes de Lie unimodulaires. ou la notion de dimension 
se dedouble en celles de dimension locale et de dimension a I’inlini [29, 301. 
Nous avons done ete amen& a considcrer, dcs le $1. des semi-groupcs a 
dcux dimensions. et des normes de Bcsov et de Sobolev capables d’ivaluer 
siparcmcnt lcs comportements locaux et a I’infini des fonctions. Cettc idee 
cst a rapprocher de cellc qui consiste a dtfinir. dans R”, des cspaccs de 
Besov ct dc Sobolev d’ordre variable (cf. par exemple [I]). 
Dans le $4, on montre que l’intersection d’un cspace de Lebesgue d’unc 
part, d’un espace de Besov. dc Lipschitz, ou de Sobolev convenable d’autre 
part est contenue dans I,‘. 
Au $5, on considtre une situation un peu moins gtntralc: (X, <) est un 
groupe localement compact muni de sa mesurc de Haar. On considere 
I’analogue A(X) dc I’algebre dcs transformees de Fourier de fonctions de 
L’. et I’on montrc quc si (r,),.,, a uric dimension, un certain espace de 
Besov SC plonge dans A(X), ce qui generalist un tnond dd a Bernstein 
dans W, et a Herz dans KY’ [2, 133. 
Enfin. en combinant Its rcsultats dcs quatre premiers paragraphcs, on 
obticnt au 46 un tableau assez complet des diffircnts plongements de 
Sobolev qui se presentcnt, suivant la situation des dimensions locale et a 
I’intini. On situc alors dans ce tableau les grandes classes de groupes de Lie 
unimodulaires. sur lesquels on fait agir le semi-groupe engendrt par un 
sous-laplacien, et Ton voit apparaitrc, dans lc cas ou les dimensions locale 
et a l’intini different, des phenomtnes qui ne se produiscnt pas dans R”. 
Certains des problemes trait& ici l’avaicnt deja cte dans le cadre des 
groupcs stratilies (par exemple [I 1, 19, 141). 
Uric version rcsumee de cct articlc a paru dans [6]. IJn point de vue 
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legbement different y est parfois adoptt. I1 nous arrivera d’autre part de 
nous appuyer sur dcs arguments publies dans [7], oti sont traitees des 
questions voisines. 
I. ESPACW LX LIPWHITZ. DE BESW, ET DE SOBOLEV 
ASSOCIkS /i UK SEMI-GROUPE D'OPiRATEUKS 
Soit (X, i) un espace mesurt: o-fini et (T,), 2,j un semi-groupe fortement 
continu d’operateurs sow-markoviens symetriques sur L2( X, 0, de 
ginerateur infinitesimal -A. 
On sait [24] qu’un tel semi-groupe est analytique borne sur Lr(X, <), 
pour 1 < p < +xc. Ceci revient a dire que, pour tout I, l’image de T, est 
in&se dans Q(A,), oti -A,, est le generatcur infinitesimal du semi-groupe 
agissant sur L”(X, 5) et quc .IAT,II,,, p ,< C,,/r, Vt > 0; on deduit classique- 
ment de cette derniere estimation que II A”T,J, _ ,, < Cp,I/t2, Vr > 0, pour 
a > 0. 
Pour pouvoir utiliser ces estimations aussi dans les cas limites p = 1 et 
p = +sc, il nous arrivera de faire l’hypothese supplementaire que (T,),,,, 
est analytique borne sur L’(X, 5). Now verrons ce qu’il en est de cette 
hypothese lorsque nous aborderons les applications de nos resultats. 
Soil maintenant 8 = { T,j; avec s > 0 et .f‘ mesurable bornee, ;i support 
de mesure linie 1: 9 est stable par (T,), a (), dense pour la norme du graphe 
dans Cz’(A,), et done dans Lp(X, <) lui-meme. Vp, 1 6 p < + z. Win, tous 
lcs A,, coincident sur 9, et % c Q(A”). Vr > 0. 
Nous supposerons que Vp, I 6 p 6 +,x, V,~E LP(X, <), T,,/ = f Vt > 0 
entraine f= 0. I1 en resulte que T,f‘~-r;’ 0, pour f~ Lp( X, <) avec 
1 < p < +x et aussi que yf 6 9, v[ = 0 entrainc J‘= 0. Cc dernicr fait, joint 
a I’analyticitc de (T,), 2o, nous permettra d’afftrmer que les semi-normes 
que nous considererons sur 9 seront dcs normes, et done d’obtenir dcs 
espaces de Banach en completant 9 par rapport A ccs normes. 
Pour traiter des situations compactes. oti i(X) < +x et done ou les 
constantes appartiennent a L”(X, r). et sont, dans les exemples, invariantes 
par (T,),,,, il sufftra de raisonner sur (e “T,), zO, ce qui rcvient ri rajouter 
des normcs LP aux normes homogenes quc nous allons considercr. Les 
details seront laisses au lecteur. 
a. E.spu~e.s de Soholec 
Soit a 2 0; on sait classiquement definir A” (cf. [32]). Si f E 9 c %(A’), 
on notera L:(f) la semi-norme de Sobolev jIA”ffll,,. Puisque A,f = 0 et 
f’= 9 entrainc .J = 0, il s’agit d’une norme. L’espace de Banach obtenu cn 
complttant 9 par rapport A cette norme sera lui aussi not6 t-c. Cet espace 
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est stable par T,, Vt > 0. et, V’p > 0, A”” rcalise un isomorphisme entre I-: 
et L;+,j. 
Nous aurons par ailleurs a utiliser une decomposition like a (T,), 3. de 
la norme LP; definissons les semi-normes LP( z) et LP.‘( lot), ou 
1 bpd +x, et k~fV*, par L”(z)(/)= 1;T,.f‘ll,, et L.“~‘(loc)(,f‘)= 
‘I([- T, )” .f“l,,, pour ,/‘E 9. II est clair que, sous les hypotheses qui ont ctc 
faites, cc sont des normes. Nous noterons encore I,“( z ) ct L”~“(loc) les 
espaces de Banach correspondants. On a bien str 
L”,k( lot) n LP( oc ) = L”, vkEkJ*,v~E[l. +xJ. 
Soit x = (xl, ZI?) un couple de reels positifs, /j un reel veriftant [j > x, ;2 
et /j > X2/12 (ce qu’on notera /j > a/2), ct soient y ct y tels quc 1 d p 6 +\z 
ct I dyd +,Yz. On delinit la semi-norme A;:;: en posant pour,I’EQ, 
dr ’ y 
IIA”W,,)‘~ 
I 
I: 2 ilA/f7‘,~/!lp)Y !f! ‘.’ 
I 1 
/q,‘(f) = sup ci I’ ’ 11 A”T,/‘li, + sup 1’ ‘.’ ’ (!A”T,flj,. 
l)<li I ,-. I 
Si sl, = a?, A[:$ est bien sQr equivalente a [J; ’ (t” ‘I” IIA”TJII,)” d/t]’ ‘I 
0~ sup,>0 t” ‘I.’ IM”T,./II,,, suivant que q est Iini ou non. Le premier 
terme de A[$ sera note A;$(loc), et le second A:,$( x.). 
Comme, pour SE 9, Aj‘= 0 entrafne .f = 0 et f + Tf est analytiquc 
rcelle, A::$, A;:;l(loc) et Ai$(zc) sont des normes pour toutes les valeurs 
admissibles dcs indicts. Nous noterons encore Af$, Ac:;l(loc) ct A:$!( J_ ) 
les espaccs de Banach correspondants. que nous appellerons espaces de 
Besov, cspaces de Besov locaux, cspaces de Besov a I’intini. L’espace A,*’ ’ 
sera aussi note A,, et appele espace de Lipschitz (de mEme pour ses 
versions locale et a l’infini). Toute cette terminologie est justiiiee par 
[26, 23, 33. Les espaces considtres sont tous stables par ( T,)ra,,. 
L’enoncc qui suit jouera un role essentiel, en nous permettant de 
disposer de l’indice /I. 
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Preure. Supposons que /3 < /I’, 9 < +x, et soit ,/‘E 9. Comme (T,), ao 
est analytique, 
IIA”‘~,1‘II,, = IIA ” ‘IT, ,A”T, J Ip< Ct” “’ 1 A”T,,J$, 
ct 
d’autre part 
avcc K= sup,,, [, TJ, u (‘I X2’ ‘. On obtient done ,lr$.(j’) < C”AC:;l(.f). Le cas 
(I = +x, est analogue. 
Compte-tenu de cette premike &ape, il nous sufit, dans l’autre sens. de 
montrer que si r/2 < p. AC:; est dominif par A;:$, , . Or, si j’~ /I, A/‘T,,f‘= 
s: .‘- A” + ’ T,,f‘d.s, au sens de l’intkgration dans LP(X, 0. car 
IIA”Lf.lp m 0 par analyticit& Done I( A”T,f‘(( p <s;’ ’ (I A” + ’ ?,,/(I p ds, 
et I’inCgalitt de Hardy [23, p. 2721, convenablement adaptke pour couvrir 
le cas gtnkral 2, # c1?, prouve que 
q;mKq:;* ,m. du moins si y < +x. 
Si q= +zc, posons M=Af$+,(/); alors IA~“‘T,.f“l,~Ms- ’ “+‘,‘, 
done II A”T,j’,l r 6 M I,’ ’ s .- ’ ” + ’ * ds, et A ;$j’) d CM. 
Dorhavant, comme nous considkerons les normes A une kquivalcnce 
prks, nous supprimerons I’indice /3 dans la notation ,4C;jl et nous choisirons 
librement un rtel dkpassant 3, /2 et r,/2 dans I’tcnturc de I’cxpression 
correspondante. Notons que cette manceuvre n’est pas possible pour les 
espaces A ;;TP( lot) et A;;:& 3~ ). 
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PWUW. Nous la rkdigcons ici dans le cas oti x, = x2 = 2. Le cas ghhal 
se traite de la meme faGon. Dkfinissons sur 9 une norme A par 
‘f A(,() = /ly‘4” 
ou bien encore 
‘1. 
avcc 7,: 
2 
Autrement dit, elk est kquivalente g nrl’,j, ce qu’il fallait prouver. 
I1 est facile de voir qu’on peut dtfhir sur 9 un opkratcur A 8”, ce qui 
compltte la preuve. 
La preuve de la proposition suivante est adaptte de celle du cas classique 
~231. 
PROPOSlTION 2. Les fbmilles d’espaces A 1 p.y et Af;q,,(loc) sent croissantes . 
f’n y. 
Preuw. Soit .f15 9; posons ‘4 = A~:~,j(loc)(j’). 
DC plus la fonction t H l’A”T,/II% est dkcroissante puisque ( T,),zO con- 
tracte Lp(X. 4). 
Done 
soit 
C.-t”- ” ’ IIA”T,,,fII p 6 A, (I vt,,, 0 < t,, < I 
autrcment dit 
Af;.;(W(f‘) <; A:;:,dW(f‘)~ 
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d’oli l’on dCduit par Hiilder 
P’ I’ x I C~.;,,JW(f )I L C4;.,WKf )I ‘< y tq,jlw(.f)l“ 
G--!-- [AC;~,s(loc)(j‘)]’ si 
C’ ” 
r 2 q. 
S’agissant de A;,’ on prouve de la meme faGon que 
ct”- *’ ‘2 ‘lA’T,.f’I ,‘< Ayqj‘), v’1,f.J < t < 1, 
et 
et on termine en remarquant que 
SUP Fz2,” II~“~,f‘ll,<C’ IIA”T,,~I~,6c’n~;~(loc)(J’). 
IF Cl.21 
Nous allons maintenant voir que les espaces que nous venons d’intro- 
duire (oti r est un couple) s’expriment comme sommc ou intersection des 
espaces de Besov habituellement considEs (oti r cst un riel). Ceci nous 
permettra d’exprimer nos resultats en termes plus clairs, mais nous les 
obtiendrons en utilisant l’expression initiale de A:.” 1 l’aide de A$~,,(loc) et 
A ‘:,1’,)( cc ). 
PROPOSITION 3. Soir x = (x, , x2). 
(on hit par esempk Ac;‘f pour A r;y, I, ,). 
Preuce. I1 cst clair que, si r d r’ <2/I, A:‘~$oc) 1 Af:$(loc) et 
Afz(,z) c Az:,yj( xj). Done, si r, 2 x2, 
.f’~ Ap,q c31,,1zJ -1‘~ A!;t/,,(loc) = A~;~,dloc) et .fe At&(=) = Al:;Y,,(3f L 
(oti l’on choisit /I > rI /2) 
Le cas x, d r2 rCsultera du fait qu’alors AT, O.” et A:;” sont in&s dans A!:.“ 
et du: 
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LEMME. Soit 2 > 0 CI ,/‘E 9; dors 
Preuw c/u Lrmtne. Supposons que ,f‘~ A~;~(loc). II est clair que 
f- T,,~E A:‘:$(loc). Reste a montrer quej’- T,~E Af$( zc). Si (I < +,z, 
La derniere inkgalite provient du fait que./‘E A, I’.“( lot) c A: .’ (lot) d’aprks 
la proposition 2. Enlk, si I’on choisit ;’ tcl que /? - r/2 < 7, les dcux 
integrales convergent. 
La preuve est similaire si q = + Y,. 
Supposons maintcnant que j’~ A::;( z). Si y < +;I;, 
si /j est assez grand pour que (p - r/2) y - I soit positif. 
Le cas y= +~3 ne presente pas plus de difliculte. 
Notons au passage quc le mtmc calcul montre T, ,f‘~ Af,” a 38 > ct tel 
que,J‘E A:;;( J-). 
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L’hypothtse “( T,), z 0 sous-markovien symttrique,” que nous avons faite 
pour des raisons de commodite et en vue des applications, est inutile pour 
deiinir des espaces de Lipschitz et de Sobolev lies a un semi-groupc 
d’optrateurs: analytique borne sur tous les Lp sullit. On pourrait m&me 
s’affranchir de cette hypothtse en remplacant AkT, par (Id- T,)’ (cf. [3]), 
mais elle nous sera utile dans la suite. 
2. LE TH~OR~ME DE TAIBLESON 
Les resultats que nous allons presenter dans ce paragraphe sont indt- 
pendants de toute hypothese de dimension sur (T,), >,,. Nous supposerons 
simplement que (T,), t 0 est sous-markovien symetrique sur L’(X, 0, mais 
nous verrons tout a l’heure que cette hypothtse peut &tre affaiblie. 
Nous n’avons pas cru bon d’expliciter le cas general des espaces de Besov 
A:“, ou a est un couple. I1 peut etre dtduit de l’enonce qui suit a l’aide de 
la proposition 3 du $1. 
La preuve que nous presentons est l’adaptation A un cadre abstrait de 
celle de Stein pour KY’ [23]. Nous la donnons toutefois in extenso, faute de 
pouvoir isoler les modifications ntcessaires. 
THI?OR~ME. Soit r>,O, 
et 
Preuue. Elle repose sur l’utilisation des fonctions de Littlewood-Paley 
Cf$(f)(x)=[jcl+x (t IAT,/(x)~)p+]l~p si I <p< +cc 
et 
%,(f‘)(x)=Sup f  IA7-,f(.~)l. 
1>0 
Comme on a prouve au $1 que les operateurs A”:= dtcalent aussi bien 
l’echelle des espaces de Besov que celle des espaces de Sobolev, il s&it de 
considtrer le cas r = 2. 
(i) Montrons que, si 2 < p < +s, L’; c AFp, autrement dit 
AFP(.f‘) d C IlAfI~,, V’E 9. 
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On a 
D’autre part, comme p 2 2, 
[!4p(.f‘)(s)]” 6 [!%(.f)(.r)]* x [%, (.1‘)(x)]“- *. 
et HGlder donne 
lly,(.r‘,I, I’ G IIY(.f‘)ll y x I y, (f)ll:, ?,‘I. 
Reste ri montrer quc 
(r) 11%;(.1‘)ll,~ G C lifll,, 
(/I) II~,ml,~~‘111’1,. 
Posons 
[  
e I  ‘, 12 
iT,(l‘)(-~-) = J, (P ,A*TJ(x),)‘$ 
1 
On sait [24, 161 que, comme (T,),,,, est sous-markovien symbtrique, 
II d/‘!l,> d K Il./‘11 ,,, t’kEN* et VP, I <p< +z. 
Or %(.f)= g,(f), done (2) est dtmontri. D’autre part, J’:,s’A’T,,,f‘ds= 
- ?A T,,f + 2 5; .~A T,fds. ,f E 9. Done 
186 COULHON ET SALOFF-COSTE 
Ceci dkmontre (8). 
(ii) Montrons que, pour 1 < p < 2, Lp c At’. Pour SE 2, 
c 4 7’ 
= 
K [, ’ x 
IA2T,/(x)l p d<(x) r I dr 
I ‘r 
1 )l 
UP 2 
, oti r=->I. 
‘0 P 
Done 
At2(f)< jx r” IA2T,.f(.u)y’tdf “dC(X) Ip[ ( ‘0 > I 
, + % = [i (1 
p2 t IA27-,f(x)12 dt - .Y -0 > 1 
I :p 
4x 1 
= Il~,wxl,b~ Il‘m,. 
(iii) Montrons que, pour 2 < p < +8x, AF’c Lr. PourfE 9, 
2 ‘p 
I 1 
I.‘2 < -fx l~‘j’-,.f(x)lP4L~) dt car $1 
,- +.A. I,2 = I t I/I?-,J‘I ; dt = /q’(f). 
‘0 
Or i[g1(f)ll, domine llj’llp, puisque, avec les notations de [24], E, = 0 
(cela rksulte de la supposition quc nous avons faite que Aj’= 0 et 
j-E9*f=O). 
(iv) Montrons que, pour 1 < p d 2, AFpc L{, c’est-l-dire que 
A;*“(f) 2 l/C llfllp, VfE 2. 
V’E 3, Qx E A’, s2(f‘)(.u) 6 ~,,,f,f)(~)P~~ x FJz(f)(x) p”, puisque p/2 < 1, 
et Halder donne I192(f)l, p < I19p(f)ll ;” IIFIx(f)ll i-p”. Done IIcLe,(f’)ll~‘2 Z 
I:g*m, Il%(f)ll r ’ 2 (l/C) llg,(.f)ll,, l1f.l~. ’ d’aprks le (j?) du (i). 
D’autre part Ilgl(f)ll,>(l/C’) !l.fl., (cf. (iii)), et II%~(Af)ll, vaut AFP(f) 
(cf. (i)). 
(v) Soit maintenant p lel quc 1 d p < +x_. Comme (T,), aO est 
analytique sur L”(X, 0. f IIA2T,.fll, < C IIAf‘ll,,, Vf >O. 
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D’autre part 
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Ceci montre que, VP, I<pd +zc,/i~‘CL~c/I~‘. 
La proposition 2 du $1 montre que ces inclusions sent, dans le cas ou 
p E ] 1, + x [, plus faibles que celles que nous avow preddemment demon- 
trees. C’est pourquoi nous ne les tnoncons que pour p = 1 ou + x. 
Rappelons que le cas de KY muni du semi-groupe de Poisson montre que 
Tenon& du theoreme de Taiblcson est optimal [23]. 
Nous I’avons dit, il nest pas necessaire de supposer ici (T,), ao sous- 
markovien symetrique: il sufftt en effet de disposer de l’equivalence des 
normes L" def‘et g,(f). C’est le cas par exemple si ( T,),bO est contractant 
sur les L"(X, 0, 1 d p d +x., et auto-adjoint sur L'(X, <) [4, 81. 
3. PLONCEMENTS LIPS A LA DIMENSION ENTRE F-SPACES 
Ix SOBOLEV ET E~PAC= DE LIPSCHITZ 
Dans ce paragraphe, nous reprenons les hypotheses faites sur (T,), 2 ,, 
au $1. 
Nous dirons que le semi-groupe (T,),,, a pour dimension locale d3 0 
s’il existe C tel que 1) T,fl, I[ 6 Cl ‘!? llfll,, Vt, 0 < I < 1, et VfE 9, qu’il a 
pour dimension a l’inlini D s’il existe C tel que II T,fl/ x < Ct - D’2 llfll,, 
VI > 1, V’E 9 et qu’il a pour dimension a l’infini + x si ceci se produit 
VD>O. Si (T,jrzo a pour dimension locale d, il a aussi pour dimension 
locale tous les reels d’ 3 d. 11 a pour dimension locale 0 si et seulement si 
l’espace mesurt (X, 5) est discret. S’il a pour dimension a l’inlini D, il a 
aussi pour dimension a l’infini tous les reels D' verifiant 0 d D',< D. Un 
semi-groupe peut fort bien ne pas avoir de dimensions, ne serait-ce que 
parce qu’il peut ne pas &tre regularisant. 
Nous nous appuierons sur les deux resultats suivants, dOs a Varopoulos: 
TH~OR~ME A [28]. (T,),,, a pour dimension locale d si et seulement si 
VI, p oehfiunt 1 < p < + zo et 0 < crp < d, 3C tel yue 
II.f’II,~C(IA”~‘fIl,+ Il.f;l,,), t/SE 9, auec 
1 1 x -=--- 
Y P d’ 
11 sufht en fait que l’intgalite ait lieu pour une valeur dcs indices pour 
qu’elle ait lieu pour les autres. 
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THF:O&ME I3 [31]. Si (T,),zo a pour dimension 13 I’infini D, alors Va, p 
ohfiant 1 < p < +x et 0 < rp < D, 3C tel yue 
I fll, 6 C( I!A w ,' + IIf II I L 
1 I r 
Yf‘E 9, lxw’ -=--- 
q P D’ 
Pour une amelioration du theoreme B, voir [5]. 
Nous recourrons aussi souvent aux estimations suivantes: si ( T,),ao a 
pour dimension locale d (resp. pour dimension a I’intini D), si fl> 0 et 
93 P, 
(resp. ,-B-“:p I~ylD.‘z pour t > 1 ). Ceci s’obtient, a partir des definitions 
des dimensions et de l’analyticite de ( T,),sO, par interpolation. 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrcr quatre cnonces de 
plongement de Sobolev, suivant que l’on a une dimension locale ou bien 
une dimension a l’intini, et que I’on cherchc a plonger L: dans un espace 
de Lebesgue ou bien un espace de Lipschitz. Par souci de concision, nous 
ne dttaillerons pas le cas p = I, il sufht de faire intervenir des espaces 
LY-faible (cf. [23, 303). 
PROPOSITION I. Si ( T,),ao u pour dimension locale d, Vr > 0 et 
l<p< +cc, 
et kEN(*,k>sr/2. 
I YELP, +x1 si rp>d 
I 
si rp<d, 
Preuue. Supposons d’abord 0 < r < 2; on icrit I- T, = {A AT, dt, et 
done, pour q BP, 
IN- TAfll,Gj]: IIA’ “‘T,II,,,dt IIA”tfll,, 
Si rp >, d, l’integrale ci-dessus est convergentc pour tout q E [p, + xl, et 
si ap < d, elle est convergente pour y E [p, dpl(d- zp)[. 
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Win, si q = dp/( d- xp) > 0, d’apres le theoreme A, 
lI.1’I,aw”‘2~ll,+ II.fII/A 
done 
ll(l- T,)j‘ I,6Cm‘w’l,+ .I(I- 7-,).fIl,), 
et comme le raisonnement precedent montre que I/(]- T,)f‘ll, < 
ClIA”2fll,, on a bien a nouveau ll(I- T,)fII,~CIIA’,“fll,. 
Nous avons montre Ic plongement L; -+ LY.‘(loc), done Lf + L+k(loc), 
k E N *, dans tous les cas annonds, pour 0 < r < 2. On leve cette dernitre 
restriction en iterant k fois l’opkateur (I- T,) A -(z!2)x, avec k > r/2. 
Plus precisement, on dtfinit une suite px, r = 0, . . . . k par p0 = p et 
done pk =q. 
Comme l/p - l/q 6 rid on a l/p, - l/p,+, < cx/kd. Done, d’apres le cas 
O<r<2, on a (/-T,)A-“‘k: Lpz-+LplJI, r=O ,..., k, et tinalement 
(I- T,)k A-3’2: L”-+ Ly. 
COROLLAIRE. Si (T,),>,, a pour dimension locale d, Vr > 0, 1 < p < + CC 
et 1 <r< +,xX, 
qECPvr,+ccl si up 3 d 
L;nL’-*Lq Oli 
1 si rp<d, 
Preuve. Si,J‘EL’, T,~EL” puisque q>2. Autrement dit,f‘EL4(cc). On 
conclut a l’aide du theortme precedent. 
PROPOSITION 2. Si (T,),,, a pour dimension Lj l’infini D, Vu > 0 et 
1 <p< +CC, 
L: -+ LY( x!), si ap < D et q E DP -,+rx 
D - rp I 
Preuve. Nous allons d’abord traiter le cas q > Dp/(D - up), en raison- 
nant par recurrence sur [a/2]. 
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Supposons tout d’abord que 0 <a < 2, 
*‘ < 
T, = ( AT, dt, 
-1 
done 
or 
et I’integrale converge dts que 
zD1 I -_- -_- 
( > 2 2P 4 
< 0. 
Supposons maintenant la propriete vraie pour [ai2] d k, et soit 
k + 1 < r/2 < k + 2. Par integrations par parties 
T,= i $A’T,+hi” (“Al’ ’ ‘T,dt. done 
,--I . -1 
1 :.+ I 
IT,.f~l,6 i II; IM’T,j’ll,+E ( ,” i;,/fk + I 7-A <, dl. 
1-1 . ‘I 
Or, tli~ (1. . . . . k}, llA’T,Jl,,= IIT,(A;/‘)II,,<C IIA” ‘(A’j’ll,,. En cffct, si 
Q/2=@-i, [~/2]Gk,O<~p<D done Dp/(D-rp)>Dp!(D-flp)), et 
I’hypothese de recurrence s’applique. 
Enfin 
.I I 
‘I 
ik ((Ah-’ ‘T,jj,dt< i+’ tk ((A”” -Z2T,,fI;,,,ydt X liA*‘Tf;!,j, 
( ‘I > 
et comme tk I~Akf’-z2T,J,,,y<Ct “” “P “o)D.2, I’integraleconvcrgc 
pour q > Dp/( D - xp). Posons maintenant q = Dp/( D - rp). D’aprcs lc 
theoreme E, 3C tel que l/,f’l, < C( I( A” ffj~ ,, + j;f‘!j -( ), done II T, f/j p < 
C( llA”‘ffll p + ,I T, f.1 J ), et il reste a constater que II T, ./‘I1 z < C IlA’ ffll,,. ce 
qui resulte du cas prtcedemment trait& 
Remarque. Si (I”,), , ,) / est de dimension (d, D), avec d-c D, et si 
no Id, O[, la thtoric dc Hardy-Littlewood Sobolev dtvelopptc par 
Varopoulos [30] montre que Lt 4 LY-faible, avec l/q= l/p -r/n. Par 
interpolation (ii faut avoir recours au theorcmc dc [25, p. 1843. puisqu’on 
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part du meme espace), on a done Lf, + Lq, Vy E ]Dpi( D - rp), dppi(r/- rp)[. 
Ceci est notable. car, dans R”. Ll, ne se plonge jamais dans un espace L”. 
PROPOSITION 4. Si (7‘,), a ,) N pour dimcv~sion d I’ir~fini D, si 1 6 p 6 + X, 
.si T, z(L”) c L ‘ . et .ri rp 2 D. 
LC+ A, n /J.,l( YL 13 pour [j > r;2. 
Preuor. Analogue a cclle de la proposition 3. en remarquant que 
SUP, I-rrcl t “2p Ii TJ,, ., , est tini. 
On pcut ici, commc dans [7], se poser la question des reciproqucs. DC 
fait, la preuve du theoreme 2 de [7] s’adapte facilemcnt pour donner les: 
PROPOSITION 3’. Si Lt + A, ,,;,,,, {( lot), pour une culeur de.s indices 
commc ci-dews, 41 si T, (L’ ) c L ‘. chr.s (T,), z (, (I pour dimension loyally d. 
et 
PROPOSITION 4’. Si L; + ‘4, I) r,,,( x ), pour une wleur des indices 
wmme ci-dcwus, alors ( T,), a (, a pour dimension ir I’ir$hi D. 
On peut prtciser les plongemcnts des propositions 3 et 4. et accessoire- 
mcnt leur donner une autre preuve, dans le cas ou (T,),,,, a deux demi- 
dimensions, en utihsant le theortme de Taibleson et un nouvel analogue 
d’une proposition classique sur les espaces de Besov [23, p. 1611: 
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La preuve est une adaptation facile de celle du cas classique. On traite 
le cas general d # D en procedant comme au 91, proposition 1. 
Une version purement locale de la proposition 5 se demontre de facon 
identique. Pour avoir une version “a I’inftni,” il semble necessaire de faire 
en outre une hypothese de dimension locale. 
En tout cas, si (7‘,),.,, est de dimension (lf, D), L: -+ A: ‘- + 
A , 2 d ,‘. ‘1 O,p,r d’apres le $2 et la proposition prtddente. 
On peut bien sQr utiliser aussi le thcorime de Taibleson et les proposi- 
tions I a 4 dc cc paragraphc pour obtenir des plongements du type 
/f I’. p A ? ~ L‘,. on peut aussi Its obtcnir directement, au moins sous uric 
fo;me faible {cf. [6]). 
Signalons que la seule hypothese essenticlle sur (T,), zc, dans ce 
paragraphe et le suivant, est celle d’analyticite; pour s’en convaincrc, voir 
[S. 71. 
4. PLONGEMESTS DAM L” 
La proposition 1 du $3 indique en particulier que, si (T,),,,, a pour 
dimension locale d et si rp 2 d, 7,: se plonge dans L” ,k(lo~), pour k 
convenable. D’autre part, T,( Ly) c Lx’, Vy >, I, autrement dit Lq + L” ( x ). 
11 en resulte: 
PROPOSITION 1. si ( TI)i30 u pour dimension locale d et si rp 3 d, 
L’:nLY-+L7’-, Qqbl 
(On peut en fait remplacer L’ dans l’enond precedent par L’, oti 
rE [p v q, +J;]. 
Commc par ailleurs LP, --* f13. dr.,l(loc), si rp > d, pour /j convenable, on 
peut se demander si Ly n A, ,,,,,~(loc) + L * C’est bien le cas, comme le 
montre la: 
PROPOSITION 2. Si (T,), 3 D a une dimension locale, Ly n A,,,,(loc) -+ L”, 
Q’r > 0 et q >, 1, pour fi > r/2 comenable. 
Preuce. II suflit de remarquer comme ci-dessus que L’ -t L.’ (x ), et de 
montrer le 
LEMMME. Vu, 3/i’ > a/2 et k E th * tels que 
/I; I; (lot) --+ L’.k(loc), Qr> 1. 
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Preuce du lemme. Soit fE %, 
avec I +y(k-1)=/l, et O<y<l. Done il(/-r,)k,/‘I’,~C(S:,t’Z-“nl) 
A;$qloc)(f‘). 
11 sutlit alors de choisir max(z/2, 1) < /I < r:‘2 + I et k > 1. 
Notons que ce lemme ne fait intcrvenir aucunc hypothese de dimension 
sur (T,),?,,. La proposition 2 est d’ailleurs vraic dts que (T,),:,(, est 
regularkant. 
Nous allons maintenant prkiser la proposition I, dans lc cas ou ( T,), 5 (, 
a une dimension n. Pour le cas de W”. voir [9]. 
O= 
u - n/p 
r+rz(li:y- l/p)’ 
Prruce. Supposons d’abord 0 < x < 2. Soit ./‘E %. Ecrivons 
.1‘= T,.1‘- (T,.G.f) 
= T,l‘+ 1’ AT,,l‘ds 
- (I 
On a 
11.1’11 7 d !I T,.fl! .,. + j,, ‘IA T.\.l“l i: cit. 
6 C’r “% 11.1‘11,+ 1’ I A’ ‘2T,ll ,,.,, lA’:f,‘pds 
“0 
done 
11./“1 ., < C’r fl 24 l,./‘ll, + (yrl ‘II ‘IN llA”~yll,,, vt>o. 
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Or, si a, h, i., 11 > O1 inf,, ,, rot ’ + ht” = C ,.,,, u“.” -I“/?” + I‘). Done 111‘11 L G 
c !I./‘!!; /I A y ,, ‘- “, oti U a la valeur annoncee. Pour s’affranchir de la 
restriction 0 <r 6 2 on choisit un cntier li >, xi’2 et on utilise la formule 
qui s’obtient en integrant par parties. 
Plus generalement, si r 3 p v q, et si ( T,), a o est de dimension n, on peut 
exprimer le plongement L; n Lq + L’. pour xp > n, par une inegalite 
produit. 
5. LE TH~OR~%E IX HERCBERNSTEIN 
On suppose dans ce paragraphe quc X est un groupe localement com- 
pact unimodulaire et < sa mesure de Haar. L’algtbre de Wiener de X peut 
&tre definic par 
Si A’ est abelicn, A(X) est l’algebrc des transformees de Fourier de fonctions 
de L’(X, 0. 
Un thtoreme de S. Bernstein [2] affirme que si une fonction periodique 
rtelle de la variable reelle est lipschitzienne d’ordre i + c, la seric de ses 
coefficients de Fourier est sommable. C’est C. Herz [ 131 qui a inonce et 
dcmontre la gtntralisation de ce theorcme i KY’: l’espacc de Besov classique 
A~;$(lR”) se plonge dans A(W). Nous allons montrer que la notion de 
dimension d’un semi-groupe d’operateurs permet de donner une version 
abstraite de cc thtortme. 
Soit ( T, 1, 3 o un semi-groupe de convolution h droite sur (X, <), dc noyau 
p,: T,.~(.v) = (J‘* p,)(s) = J(, p,(~. I.*).{(J) &. Supposons (T,),,,, sous- 
markovien symetriquc, autrement dit p, positif, symetrique, d’integrale 
inferieure ou egale a I. 
PROPOSITION. SI ( T, I, z o u pour dimensions (d, D), et si 1 d p d 2, 
A P. 1 
l‘l/‘./)p) + A(X). 
Preuce. D’apres la proposition 5 du 43, Ari,‘,,,,,, 4 A;‘;:,.,.,,, si p 6 2. I1 
sufiit done de traiter le cas p = 2. Fixons k un entier depassant d/2 et D/2. 
Soit ,f‘~ 2. En integrant k - I fois par parties l’identittf= s,; ’ AT,fdf. 
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kiVOns .f= ck j: ’ I/‘ ‘A”T,,fd/ = cI; J”; -’ 1“ lAkT, ,J* PI? (11, On a 
d’autre part 
1 d.2 si O<f<l 
sup P,(.u) x ;I T,.I , . ,: 6 C’ t 
_ ,, 1 
\ si 121 
et SC; p,(x) du 6 I. Done 
Done 
I’ = [ -’ ” v, * *, (it, JO 
avec 
cp,= cktk ‘AkT,:, et IC/,=lJ,?.r 
done 
d’oli le plongement annonck. 
Plus gkntralement, on peut considkrer, si 1 < p < + J;, les algebres 
A,@‘)= c (P,,*~,,I(P,~EL~,~,EL~, c II’P,~II~ i~,,A,< +x 
i 
I- I. + -r 
1 
>I - I ,I- I 
oti l/p+ li:y= 1 [IO]. 
On obtient alors de la mime faGon la gtnkralisation de [ 151: 
PROPOSITION. Si (T,),>() u pour dimensions (d. II), Ed si 1 < p < +x. 
f1 ;A I) r) --t A,(X) Vr. 1 <r<p. 
Remorque. Si on avait travail16 avec un semi-groupe dc convolution A 
gauche, le plongement prCctdent aurait cu lieu dans A,(X). 
Dans IX”, on retrouve l’inonc? de Herz cn utilisant I’kquivalencc entrc les 
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difErentes definitions des espaces de Besov (cf. [26]). II est aussi possible 
d’appliquer lcs propositions prictdentes dans Ic contexte de certains 
groupes abeliens totalement discontinus et de retrouvcr ainsi ies r&hats 
de [lg]. 
6. PLONGEMENTS DF. SOBOI.EV DAM LES GROUPES DE LIE 
Soit (T,),,, comme au $1; supposons en outre que (T,),,,) a pour 
dimensions (rl, II), ou LIE [0, + z] et DE [0, + ZC] (rappelons que 
D= +CC signifie que (T,),,, admet tout nombre positif comme dimension 
a I’infini). Nous allons, en rassemblant les risultats precedents, enoncer des 
thtoremes de plongement de LP, dans des sommes et des intersections 
d’espaces de Lebesgue et de Lipschitz, suivant la position de scp par rapport 
i d et II. Nous distinguerons quatre cas, selon la situation relative de 
det D. 
Une tclle etude est justiliee par son application i I’analyse sur les groupes 
de Lie. Soit en effet G un groupe de Lie reel, connexe, et unimodulaire, de 
mesure de Haar dg, et [A’,, . . . . X,1 une famille de champs invariants a 
gauche sur G vtrifiant la condition de Hormander: l’algtbre de Lie qu’ils 
cngendrent est l’algtbre de Lie de G toute entiere. Soit (T,),,,, le semi- 
groupe sous-markovien symttrique engendre par le sous-laplacien x:- , Xf 
sur L’(G, dg). 
Varopoulos a montre [29-311 que (T,),,,, a pour dimensions (d, D), oli 
d et D sont relies h la fonction de croissance du volume sur G pour une 
distance, appelee distance du controle, associee aux champs (X, , . . . . A’, ); 
d depend de G et des champs choisis, D ne depend que de G. 
Nous verrons que chacun des cas abstraits que nous envisageons se 
produit pour uric certaine classc de groupes de Lie, et des sous-laplaciens 
naturels. 
11 serait fastidieux d’expliciter les preuves des &non&s qui vont suivre: le 
lecteur inttresse saura en combiner les elements, qui se trouvent aux $1, 3, 
et 4. Les plongements des espaces I!,‘: que nous allons envisager vaudront 
pour 1 < p < +3c3, et r 3 0. Si p = I et si L; se plonge dans Ly. on inter- 
p&era ce dernier comme un espacc faiblc. 
Quant ti l’hypothese d’analyticite sur L’, elle est veriliee par ( T,),2,0 si G 
est I croissance polynomiale du volume; dc toute facon, on peut raisonner 
sur un subordonnc de ( T,), *,,: un tcl semi-groupe est toujours analytique 
sur I!.‘. 
1. 0 d d= D < + ZC. Pour un groupe de Lie nilpotent simplement 
connexe, cctte situation se presente si et seulement si il est stratilie [29, 
p. 4303, et si les champs qui interviennent dans le sous-laplacicn considert 
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engendrent la premiere tranche de la stratification. On retrouve alors un 
enonct analogue a celui qui vaut dans W”: 
L’: + 
i 
A, dp si rp3d 
L ,//I , rl 2,) I si rp<d, 
Dans W”, Lz se plonge pour rp = d dans une classe exponentielle [27, 171. 
Dans [20, 211, L. Saloff-Coste envisage cettc situation pour les groupcs de 
Lie. 
2. 0 d d-c II < + r;,. Alors (T,), >,, est dc dimension II, V’n E [d. D]. 
Cette situation se presente par exemple si G est un groupe nilpotcnt simple- 
ment connexe. non stratihi [29]. On a alors 
Notons que I’introduction des espaces a deux indices, ou bien des espaces 
“locaux” et “a l’infini” n’aurait pas tte justifiee par I’itude de cc seul cas. 
Pour une etude plus precise des cas limitcs rp = d et rp = D, cf. d nouveau 
c21 I. 
3. 0 <d< D = +s. Ccci se produit si ct seulement si G est a 
croissance exponentielle du volume [ 12,303. Cc phenomene ne depend que 
de G, et non des champs (X,, . . . . X, , I, dont le choix influe par contre sur 
d. Des exemples de groupes de Lie unimodulaircs et i croissance exponen- 
tielle du volume sont fournis par les groupes de Lie semi-simples non 
compacts, et certains groupes resolubles non nilpotents. 
A nouveau, (T,),,,, est de dimension n, VNE [d, + x [: if est inutile 
d’employer les localisations introduites au $3. 
n L‘ln A I d ,’ + L .’ si rp>d 
,’ < ‘, < - I 
I.: + n LY 
1 
p < c, <4 I
n L“ 
,’ < y c dp , <I I,’ , 
si rp=d 
si rp<d. 
Le plongement de Lt dans L” pour r > 0 a lieu si ct seulement si 11 TJ,, . ,, 
decroit exponentiellement avec 1. Cela equivaut au fait que G soit non 
amenable, et c’cst le cas si G est semi-simple non compact. 
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Rappelons que dans [w”, contrairement I cc qui se produit ici dans les 
cas 2 et 3, les espaces I!,: conticnnent toujours des fonctions non borntes. 
4. 0 < d < D < + ^J(. Ceci peut se produire par exemple si G cst un 
groupe de Lie nilpotcnt connexc non simplement connexe. Dans cc cas, 
( T,), a 0 n’est de dimension n pour aucun n. 
i 
Ax ‘r p + A 1 I) ,’ = A (31 (1 pi I 0 ,’ I si rp>d 
L; -+ L”)P co I”’ + A, ,),,, si D<rp<d 
L’l” , ‘I VI + L”” ID l/II si xp < D. 
5. Supposons maintenant seulement que (T,), ~ (, a pour dimension 
locale cl, et cessons de supposer que (T,), a ,) n’a pas de point fixe dans 
L”(X, 5). C’cst cc qui se produit si G est un groupe de Lie compact. Les 
semi-normcs L{ et A,{ nc sont pas des normes, mais on peut ttnoncer 
Le cas xp = n cst traitit dans [21]. 
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